Derivarea functiilor
compuse



1. Derivarea functiilor compuse:

In acest paragraf vom arata ca prin carapea unei functii
derivabile se obtin tot functii derivabile.

Teoremafiel siJintegrale dirR si functiileu:l1—J si f:.J—>R.

Dacau este derivabila ity 7 J, iar f este derivabila ioy=u(xg)1J , atunci
functia compusé ou:J—R este derivabila i si (f o U)' (%)=
f(Uo) U’ (o)

1. 1im {f(u(x» ~ £ (U(x) 10X —u(xo)} e =)

X=% u(x) —u(x,) X=X, u-u,

jim 4O 7U00) _(ug)-u'(x0)

X=X X=X,

ConsecintaDeoarece a fost ales arbitrar, rezulta ca dack—J si
f:J—Rsunt derivabile , atun¢bu este dericabila gfou)'=f'(u)-u'
Derivata unei funcii compuse este produsul derivateelor doua functii
in ordinea compunerii lor.

Observatie(gofou)'=g'(fou)-f'(u)-u’

Demonstratiél rebuie probat ca:

im 921020901 )06) _ o (4 v ()

X=% X=X,
Definim functia:F: J - R astfel:
g(y) g(yo

) ,dacay# Yo

F(y)= Y

EvidentF este continua ig, deoarece:
lim F(y)=lim 90 =90%) _g'(yo)=F(yo)
Y-y

Y-Yo Y- Yo

g (V) dacay—yo

Are loc egalitateag(f(x)z) 9t 00)) ) () 1= 100) Jacaxex, (1)

- Ao Xy

Intr-adevar, dac§x)=f(xy) , atunci ambrii membrl sunt nuli.



Daca

f(x)# f(xo) , atuncif(x)# yo si F(f(x))= (ff(z(); 9(%o) Si se constata ca

relatia (1) se verifica.
Trecand la limita in (1) dupa- X, avem:

(gof) ()= lim 9T ~0(F () - im F(0)

X = Xy

lim T~ (%) _ =0'(Yo)f' (X0)=0'(f(x0))f'(X0), unde am utilizat relatiile

=% X=X,

l'ni'o F(f(x))=F(yo)=0'(yo) si faptul caf este derivabila i,

TeoremafFiel , Jintervale sil LJ ° Rdoua functii. Dacd este
derivabila pd sig este derivabila p&, atuncigof este derivabila pesi

(gof)=g'(f) f

Observatii:1) Daca se considera trei functii derivalfitd - J, g : J- K,
h:K - R ,atunci functighogof : | - R este derivabila ghogof)'=h'(g of)-
-g'(f)-f' rezultat ce se obtine imediat aplicand corolaratpdent

[ho(gof)I'=h'(g of)-(gof)=h'(g of)-g'(F)

2peci: derivata unei functii compuse se obtine irtmdl|
derivatele functiilor care se compun in ordinea panerii lor.

Exemple:Calculati functia derivata pentru fiecare dintradtile
urmatoare:

1. :R—R , f(x)=sirf x
Dacau(x)=sin x ,atuncif(u)=u’si f' (u)=3u
f(x)=f'(u)-u'(x)=31F-u'(x)=3 sirfx:(sin x)'=3 sifx-cos x

2. f:R—, f(x)=cos X
Dacax?=u(x), atuncif(u)=cos usi f'(u)=-sin u
f(x)=f'(u)-u'(x)=-sin u-u'(x)=-(sin X)-(0¢)=-2x sin ¥
3. fi(-0;0) 0 (2;0)—R , f(x)=In(¢-2x)
Dacau(x)=x-2x ,atuncif(u)zln usi f'(u)= =

f(x)=f(u)-u'(x)== U(X)‘ ZX 22x x2(())(( :12))
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2. Consecinte

. [u"e)]'=n-u"u'(x) ,oricare ar finuN*

1 . .
n '= ‘u'(x) ,oricare ar finLJN*
[3u(9] ooy V¥
— 1 1
- JInuX)]'= — u'(x)
u(x)

4. [sin u(x)]'=[cos u (X)]-u'(x)

5. [cos u(x)'=-[sin u(X)}u'(x)

6. [tg u(X)]'= u( U'(X)=[1+tg *u(x)]-u'(x)
7. [ctg u(x)]'=- szlu(x) u'(x)=[-1-ctg?u(x)]-u'(x)
.« XV nx

()= 2\/_

C 0=

N (ax)-:ax Ina

— 1
(logax)'= n_

e (In x)'=§

* (sin x)'=cos X

* (cos x)' smx

© (tlgx)=

* (ctgx)=-

CO<” X
1

sin? x




3. Tabel cu derivatele functiilor elementare sifainctiilor compuse:

Nr. Functia Derivata Domeniul de Functia Derivata
derivabilitate compusa
1. | constanta ¢ 0 R - -
2. | X(nON¥) nx™* R (NON¥) n-u™u'
3. ¥(aUR) at?! (0,) pentru w(auR) U-uFu'
alR/Q
4. Jx 1 (0,0) Ju (u>0) u .
2% 2Ju
d(a>0;a¢ 1) ad'lna R d(a>0;a 1) a'uln a
5) e" R €' eu'
7. In x 1 (0,0) In u,u=0 1
X Iu
8. sin X COS X R sinu -‘aos u
9. COS X -sin X R cos u -§in U
10. tg x 1 cos xz 0 tg u(cos & 0) u'
cos® x cos®u
11. ctg x 1 sin xz20 ctg u(sin & 0) o
sin® x sin®u
12. arcsin x 1 (-1,1) arcsin u u'
1-x? ud(-1;1) 1-u?
13. arccos x 1 (-1,1) arccos u v
1+ x? uu(-1;1) 1-u?
14. arctg x 1 R arctg u u'
1+ x? 1+u?
15. arcctg x 1 R arcctg u v
1+ x? 1+u?




4. Exercitii rezolvate

1. [In Gx+2)= &x+2) - 5
5x+2  5x+2
2. [In (x*+5x+4)]'= (x? +5x+4) _ 2x+5

x> +5x+4 x?+5x+4

2-X
3 [In[z—xﬂ' _ Khxﬂ :(Z—XJ' Eﬁtz =(2-x) ff2+x)-(2-x){2+x)=

SN

-(2+x)-(2-x) _-2-x-2+x _ -4

+xf @+ 2+

4. Fieg, h :R- R, g(x)=¢%+3x+2 , h(x)=¢X pentru care'(x)=2x+3 si
h'(x)=3%.

Sa consideram functia:

f=hog : R- R, f(x)=(hog)(x)=h(g(x))=(¢+3x+2)°.

Atunci f'(x)=(h og)'(x)=h'(g(x)}g'(x)=3g(x} (2x+3)=3 (¢+3x+2) (2x+3)

Observatiein acest exercitiu am ales eu functglehcu ajutorul lor am
constituit functia compudah o g. De obicei in aplicatii se da functia

si ramane in seama cititorului evidentierea fulaticare se compun. Se
impune o atentie deosebita la ordinea in care fajpatiile in

compunere.

5. Sa se calculeze derivatele functiilor compuse (pdrde fiecere data
in evidenta functiile care se compun):

1) f(x)=sin ¥, xR
Functiaf este compunerea functiilgrR - R , g(x)=%, h:R- R,
h(x)=sin x.Atunci :
f=hog , f(x)=h(g(x))=sin X
Deci f'(x)=h'(g(x))-g'(x)=(cos X)-2x=2x cos X
Este clar cd , gsunt derivabile si are loc teorema de la derivarea
functiilor compuse.Deci prima functie din compunestesin si apoi
functia polinomialag(x)=x. Daca gandim functif{x)=sin u(¥ , unde
u(x)=x , atuncif'(x)=(sin u(x))'=cos u(xu'(x)=2x cos X



2) f(x)=sin’x , xOR;

In acest caz trebuie sa evidentiem doua furgit - R, g(x)=sin xsi
h:R- R, h(x)=X(functia putere) , pentru cagix)=cos x , h'(x)=2x
Deci:
f(x)=(hog)(¥) sif'(x)=h'(g(x))g'(x)=h'(sin x)(sin x)'=2sin x:-cOSX=SIiN2X
Analog am putea considefx)=u*(x) , undeu(x)=sin xsi deci
f'(x)=2-u(x)u'(x)=2sin xcos x =sin2x.

3) f(x)=sin’(¢+1) , xuR

In acest caz avem in compunerea functgidr,i :R- R, unde
g(x)=3F+1 , h(x)=sin x , i(x)=X pentru carg'(x)=2x , h'(x)=cos x ,
i'(x)=3x? cand
f(x)=(i ohog)(x)=i(h(g(x)))=i(h(:¢+1))=i(sin(x*+1))=(sin(x*+1))* , adica
ordinea in compunere este functia putere , fursitigi apoi functia
polinomiala.

De aicif'(x)=i'(h(9(x))) h'(9(x))g'(X)=3h(g(x)}-cos(g(x))2x=
=3sin’(*+1)-cos(¥+1)-2x

4) f(x)=sin’x , xJR

Aici se compune in ordine functia logaritmitc40,~) - R, h(x)=In xcu
functia polinomialag:(0,0) - (1,00) , g(x)=¥+x%1 cuh'(x)=1 si
g'(x)=3x%+2x cand avem f(x)=(h og)(x). Deci ’

F0=N (GGG ()= (3e+20)= 322

Daca gandim functifca fiindf(x)=In u(x) undeu(x)=g(x) , atunci
= U0 — 3x* +2x
F) ux) x¥+x*+1




5) f(x)=Inx , x>0

Scriindf(x)=(In x)° se constata usor ca prima functie din compunéee es
functia puteréh: R R , h(x)=X , iar a doua functie este(0,») - R

g(x)=In x pentru card'(x)=5x", g'(x)=%.

Asadarf (x)=[(In x)7]'=5(In x)“-% = g In‘x

6) f(x)=In®3x¢+5x) , x>0

Se remarca usor ca in structura functiei suntargtii care se compun
g:R- R, g(x)=3%+5x (functie polinomiala) h:(0,») - R, h(x)=Inx
( functie logaritmica) si in fineé: R - R , i(x)=¢X (functia putere).

Decif(x)=(i ohog)(x). Avemg'(x)=6x+5 , h'(x)=%  i'(X)=3
Acum este usor de vazut ca :

F()=1'(h(9(x))) N (@) (x)=3IN"(3X+5X) 5~

3x? +5x

-(6x+5)
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