Sistemul producatorului

Analiza sistemului producatorului este un subiecomplex,cuprinzand
urmatoarele trei categorii de probleme:teoria potidycare are ca scop studierea
modului in care factorii de productie sunt combingéntru a produce bunuri sau
servicii(outputuri);teoria costului productiei ,eaare ca scop studierea modului in care se
formeaza costul productiei;teoria firmei,care sepaccu modul de organizare a firmei.

In scopul definirii multimii posibilitatilor de @ductie la nivel de economie vom
presupune ca intreaga activitate de productie eionomie se compune dintr-un numar
finit de firme , potentiale sau efective. Prodadbtala a economiei definita in acest fel
va fi data de suma productiilor firmelor individeal

Fie Yf o productie pentru firma f ,adica un vectdr productiei.Atunci avem
urmatoare relatie:
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care se mai numeste si productie totala,ofertdatstau vector de productie al societatii.
Formand aceasta suma se elimina toate transtedgimarfuri de la producator la
producator.Astfel de marfuri apar odata cu semiug pand sunt outputuri si cu semnul
minus cand sunt inputuri.
Multimea posibilitatilor de productie la nivel dseocietate sau productia
totala,notata Y este:
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Un vector de productie poate fi considerat calpbpentru o multime de firme
daca este suma unor vectori ,fiecare posibil peatfrma diferita din multime.Orice
vector de productie posibil pentru o multime denfr este posibil pentru societate in
ansamblu (adica pentru multimea tuturor firmelor).

Fie f1,f2,...,fk k firme distincte.Vom presupune ¢g, Y, Si vom considera

Yf=0 daca f este distinct de oricare dintre fitenfix.Avem:
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Asupra posibilitatilor de productie se fac catapateze.Prima,afirma ca este
totdeauna posibil ca firma sa nu se angajeze inonactivitate.In mod normal ,procesul
nul este posibil pentru orice tehnologie.Din acesttiv putem spune ca Yf contine
originea.

Cea de-a doua ipoteza este mai mult o conventimasi putin o ipoteza in
adevaratul sens al cuvantului.Multimea Yf este is&lirormal ,aceasta ipoteza poate fi

exprimata astfel:figy?) un sir de productii.Daca%este un vector posibil pentru firma
f,oricare ar fi g un numar natural atunci yO estepuogram posibil ,0 activitate posibila

sau o actiune posibila pentru firma f.Cu alte ctejmceasta inseamna ca daca exista
activitati tehnologic posibil,arbitrar apropiate de activitate data ,atunci includem



activitatea data printre cele posibile.O restriatiai tare impusa multimilor posibilitatilor
de productie ale firmelor este aceea ca acest@migunt convexe.

O productie totala posibila cu toate inputuriléenva conduce la toate outputurile
nule.

Daca o productie totala y ale carei inputuri sipoturi nu sunt toate nule este
posibila ,atunci productia totala nu este posiBilacesele de productie nu pot fi inversate
pentru ca ,in particular ,productia are loc in tisapnarfurile sunt datate.In aceste conditii
multimea Y este inchisa.

Tehnologiile firmei si comportamentul producatoiulpot fi abordate si cu
ajutorul functiei de productie.Functia de producteprezinta o descriere formala a
mecanismului dupa care inputurile sunt transformateutputuri si masoara outputul
maxim ce poate fi obtinut dintr-o cantitate datée inputuri.Functia de productie
defineste regula dupa care marimile de intrareuntisistem microeconomic,numite si
vector al factorilor de productie,sunt transformatemarimi de iesire sau outputuri.O
functie de productie evidentiaza de fapt ceea tee mssibil din punct de vedere tehnic a
se obtine cu anumite inputuri date.

Cu ajutorul functiei de productie ,restrictia telogica asupra comportamentului
unei firme poate fi scrisa sub forma:

0<y<F(x)
In cazul in care productia se desfasoara in asadat dintr-un input dat se obtine output-
ul maxim posibil ,productia se numeste eficientalinct de vedere tehnic.

Proprietatile functiilor de productie:

-cantitatea de output si cantitatile din cei n daictle productie utilizati pentru obtinerea
acestuia sunt marimi nenegative;

-outputul si factorii de productie sunt consideratavea proprietatea de divizibilitate
perfecta ;aceasta inseamna ca marimilee x1,..,xh arimi continue,iar functia de
productie este continua.

-outputul nu este invariant la schimbarea undatile masura ale factorilor de productie
,adica:

F(x,...xn) # F(A1x4,....,Anxn) cuAl,.An>0

-absenta factorilor de productie determina obb#éaarnui output nul;,aceasta proprietate
poate fi exprimata matematic sub forma urmatoare:

Li_rpoF()m, ..... Axn) =0

-cresterea cantitatii utilizate din oricare faaaactle productie determina cresterea
outputului ,adica functia de productie este monatescatoare in raport cu fiecare diin

argumentele sale;aceasta inseamna ca gag; atunci:

F(X,....X .., XN) = F(X,...., Xi,....,XN)
-functia de productie este de cel putin doua onivdéila,derivatele partiale ale
acesteia,in raport cu fiecare din cei n factori gleductie reprezentand eficientele
marginale ale factorilor.

Functiile de productie pot fi caracterizate silem@de prin intermediul definirii
unei multimi de indicatori specifici.

Indicatorii medii se calculeaza pentru fiecare f@ictorii de productie utilizati si
arata cate unitati de output revin ,in mediegadre unitate de input.
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Indicatorii marginali se calculeaza pentru fiecémetor de productie,ca raport
intre cresterea outputului determinata de modi@aacantitatii dintr-un faactor de
productie si cantitatea cu care se modifica fattdeuproductie respectiv,in conditiile in
care cantitatile utilizate din ceilalti factori ram neschimbate ,si arata cu cate unitati se
modifica outputul atunci cand cantitatea dintr-umumit bun creste cu o
unitate.Indicatorii marginali se mai numesc si iefite marginale sau diferentiale ale
factorilor de productie.
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Indicatorii procentuali arata cu cate procentenselifica outputul la cresterea cu
un procent a inputului considerat.
F(x...,xn)  f(x...,xn
£, (x4 ) = OF 0L 1O
d XN

O clasa speciala a functiilor de productie esteemmtata de functiile de productie cu
progres tehnic.Reflectarea progresului tehnic graafunctiilor de productie se face prin
intermediul variabilei timp.In functie de modaliat in care influenta progresului tehnic
este luata in considerare in constructia funetide productie pot fi definite doua tipuri
de progres:progres tehnic neincorporat si  progpiesic incorporat.

Progresul tehnic neincorporat este definit ca faeda forma de progres tehnic ce
actioneaza in mod uniform si nediferentiat prinemmediul componentelor celor doi
factori de productie.Functiile de productie cu pesgtehnic neincorporat nu iau in
considerare ,de exemplu,diferentele tehnologice eaista intre generatiile mai noi si
mai vechi ale capitalului fix sau diferentele capasta intre nivelurile de instruire ale
contingentelor diferite de forta de munca.O formatipulara a progresului tehnic
neincorporat este cea reprezentata de progresuoicteteutral ,specific functiilor de
productie construite pe baza ipotezei ca relatlilgre annumiti indicatori ai acestora
sunt invariante in timp.

Progresul tehnic incorporat este definit ca fiimeéaforma de progres tehnic ce
actioneaza in mod diferentiat prin intermediul camgntelor diferite ale celor doi factori
de productie ,actiunea sa fiind mai puternica rutgeneratiilor mai noi ale factorilor de
productie.
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In continuare sunt descrise modalitatile de congverta producatorului
,evidentiind conditiile pentru care alegerea egtinuala.
Obictivul  productiei este de a maximiza  profitul ,deci:

pXx = ZQiUi
i1



unde p este pretul outputului iar g sunt pretunfguturilor considerate a fi constante pe
piata.Lagrangianul asociat acestei probleme este:

L(vL,...,.un,A) = px—Zn:qiui +A[f(uL,...,on) = X]

i=1

Punctul stationar al Lagrangianului este deteatprin conditiile de ordinl:

{

Obtinem:
df/dUlzdf/dUZZ :df/dunzl
ql q2 gn A

Primele n-1 ecuatii definesc o curba in spatiulteglor R",curba care se
numeste cale expansionista sau de substitutie.

Ratele de substitutie definite prin:
_ df /du,

J
3 df /dy,
preturilor inputurilor corespunzatoare.

Presupunem in continuare ca avem o solutie oaeiOconditie suficienta de ordin doi
pentru a avea un maxim global pentru problema:

cu restrictiile:Sij=1 si Sij=Sik*Skj.Acestea surggale cu raportul

ma{ px -3 qu
v i=1

x0= f(v1,02,...,un)
reprezinta restrictia problemei,este:
A(-1)'D, >0
Ecuatiile pot fi scrise sub forma:
df /du, _ qi
df /du, ol

Modelul liniar generalizat de productie se carazéaiza prin urmatoarele ipoteze:
a)existenta unui  numar finit de activitati de &dzputurile necesare precum Si
outputurile produse pe o unitate de masura a rliviela care opereaza procesul sunt
exprimate prin coeficienti ficsi;
b)procesele sunt liniare,in sensul urmator.dacgprates ce opereaza la nivelul unei
unitati de masura furnizeaza un output 8in marfa i si foloseste o cantitate a din marfa
r,procesul poate opera la origdu >  0)

dand o productigu;b din marfa i si folosind o cantitaterb marfar;



c)procesele pot fi combinate liniar in asa fel inckaca la nivelul unei unitati de masura
activitatile j,k produc cantitati psi b i« din marfa i si consuma cantitatilejasi a,

din marfa r ,operarea simultana la nivelgjg/, va fi asociata urmaatoarelor totaluri:
Hyby + by, g + pa

Daca marfa i este rezultatul unei activitati j reiprezinta un input pentru
activitatea k,atunci totalul asocigt/;b; —a,  reprezinta un output net dat de

activitatile combinate daca este pozitiv si un inpet absorbit de activitatile combinate
in cazul in care el este negativ.

Presupunem ca intr-o economie se produc in totahrfuri.Atunci putem asocia
fiecarei activitati doi vectori n-dimensionali.

Vectorul outputurilor bj,al procesului j,este uactor nenegativ cu componentele
bij care sunt pozitive daca marfa i este produsactigitatea respectiva si nule daca ea nu
este produsa.

Vectorul inputurilor ai este nenegativ avand comgiele g care sunt pozitive

daca marfa i este input si nule in caz contrar.

O marfa care este si output si input pentru acesdivitate este data in valoare
neta ,deci ea apare fie ca output net ,fie ca inptit

In cazul in care exista m activitati,asamblam @gcoutputurilor intr-o matrice
B,a outputurilor si toti vectorii inputurilor into-matrice A,a inputurilor.Ambele matrici
au ordinul mxn.

Matricea tehnologica este matricea B-A.Ea esteatrice ce contine un element
b, daca marfa i este rezultatul activitatii jun eleme; daca marfa i este un input

pentru activitatea j,un element nul in pozitia §cd marfa i nu este nici necesara nici
rezultatul activitatii

Vom presupune in continuare ca procesele opelaazaelul indicat de vectorul
X,X=(B-A)y.

Desi marimea y este neaparat nenegativ,nu acdlasu se intampla cu marimea
x.0 componenta a vectorului x poate avea orice semn
a)daca xi>0,i este un output final al sistemulueaapereaza la nivelul y;
b)daca xi=0,i este un bun intermediar pur al sisileircare opereaza la nivelul y;
c)daca xi<0,este un input primar al sistemului cgrereaza la nivelul y.

Multimea productiei este multimea tuturor vectarik,ai outputurilor, care pot fi
produsi data fiind o anumita tehnologie si nefiindpuse restricti asupra
resurselor.Aceasta multime mai este intalnita Bidenumirea de multime accesibila sau
multime de transformare.

Intrucat procesele pot opera la orice nivel netiegaultimea productiei X poate
fi formal definita astfel:

X={x/x=(B-A)y,y>0}
iar elementele sunt rezultatul aplicatiei liniare(B-A)y in timp ce y ia valori pe intreaga
axa nenegativa inchisa.

Natura liniara a transformarii definite antericrmite formularea urmatoarelor
proprietati:
a)0d X ;



b)X este multime convexa;

X=AX; +(1-AN)X, =(B=-AAY+L-A)Y,)=(B-Ay

c)X este inchisa ca rezultat al unei transformarate a unei multimi inchise;

d)X este o multime convexa ,inchisa ce contine ye&&ca il contine pe x ,pentru orice
scalar k>0 ea este un con.Este un con poliedrigecomtrucat numarul activitatilor este
finit.

Modelul Smithies este un model care evidentiazdueoprincipalilor indicatori
in corelatie cu potentialul maxim de productie Bpnezentat prin capacitatea totala de

productie in economie ,si cu nivelul programat eefizat Yt .
Forma structurala a modelului:

Yt =Ct + It
Ct=alYt +a2Y2,cual,a2 <1

It = B,y + B, Y= B5(B, —Y,) +9,(t) ,cupL, p20(01), B3>0
Bt = Bt—l _let—l +y2|t _y3(Bt—l _Yt—1)+ gz(t)1cuyny2 O (Ol),ys >0

Ecuatia (1) este o ecuatie de echilibru ,care aafarodusul national brut sau net
se constituie ca suma consumului individual siaddct cu investitiile totale It ,brute sau
nete.

Ecuatia (2) reflecta formarea consumului ,pusdependenta atat de nivelul

produsului realizat cat si a nivelului progranyat
Ecuatia (3) reflecta formarea investitiilor in fiie de nivelul realizat in anul

precedentY,; de nivelul programaly: dar si de excedentul de capacita@_(-Y,)
inregistrata in perioada anterioara.; astfel ,deapacitatea ramane neutilizata atunci
trebuie reduse investitile si in consecinta cdefitul S, intervine cu semnul -
.Componenta gl(t) reflecta influenta progresuliinte (tehnologii moderne induc o
amplificare a potentialului capitalului investitifém reprezenta aceasta componenta prin
ritmul progresului tehnicA,', A, > 1

Ecuatia (4) reflecta evolutia potentialului economaxim:dependenta de nivelul
anterior , diminuat cu scoaterea din functiune aitalului fix uzat ,cresterea cu
investitile materializate in capacitati , diminaaprin uzura morala (coeficientyk,
cuantifica efectul de reducere a capacitatii nofeinain uzura morala) so amplificata
prin progresul tehnic g2(t) ,cu ritmul progresttehnic A, .

Exista 4 scenarii:

1) Y, <Y <B,
2) Y, =Y <B,
3) Y, =Y, =B

4) Y<Y,<B,



Evident,in fiecare din acestea atat nivelul progracat si cel realizat nu pot
depasi potentialul maxim ;dar nivelul realizat goatsub nivelul programat sau il poate
depasi.

Modelul scris sub reprezentarea structurala (Lp¢éte fi adus la forma redusa ,
inlocuind in ecuatia (1) expresiile lui Ct si Ittdgorin (2) si (3) si in ecuatia (4) pe (3):

Yo =aY, +a,Y, BY.+ B, Y= B5(B, —Y,) + glt)

Bt = (1_ yl)Bt—l + yzﬁlYt—l + yzﬁz Y- yzﬂS(Bt—l_Yt—l) - y3(Bt—1_Yt—1) + yzgl(t) + gZ(t)
Ecuatia nivelului produsului national este :
y = ,81+,83Y _ B3 B +az+ﬂ2§+ glt)

Cl-al T 1-l Tt 1m0l Y 1-a
Ecuatia potentialului maxim:

Bt = (1_y1 _yzlgs _ys)Bt—l +[y2(131 +133) +y3]Yt—1 +y2ﬁ29t+yzg](t) +g2(t)

(17

unde nivelul programat este fixat exogen.
In cazul cand cerem ca nivelul realizat sa fie melgramat ecuatia produsului
national devine:

__ Bl+p; _ B B+ gl(t)
Cl-(al+a2+B2) T 1-(al+a2+B2) T 1-(al+a2+ B2)

care evidentiaza un mecanism feed-back cu 3 aperde reglare in paralel,cu
intensitatea al,a2si 2 deci actionand prin consum si printr-0o componemta
investitiilor,mecanism care induce efecte de mlittgve a nivelului anterior al
produsului national ,ale potentialului maxim si ptegresului tehnic.

| &y, = (BL+ AL

Notand multiplicatorii respectiv cul =

s
1-(al+a2+ [32)

a,, = £3* bl, ecuatia produsului national devine:
Y, =&, Y, —a,B, +bglt)

Inlocuim in ecuatia potentialului maxim p}? cu Yt gasit ,obtinem:
Bl=a2ly,_, +a22B_, + y2([20bl1+1)gl(t) + g2(t)

unde
a22=(141-y2B3-y3-y2[32a12)
a2l=[y2([1+ 33+ B2all)+ y3]



Notand 2 = y2(£52* b1+1) am gasit forma redusa a,cu doua variabile de gbergru
modelul dat

Y,_, =ally, —al2B, +blgi(t +1)

{Bt_l = az2ly, +a22B, +b,g,(t+1) + g2(t +1)

Yt . .
Notand Xt = [Btj vectorul de stare ,obtinem forma matriceala:

X, =A* Xt+G* g(t +1)
unde :

As (all - alzj G- (bl oj sigt) = (gl(t)j
a2l a22 b2 1 g2(t)

Determinarile numerice se fac iterativ:X0 -> X1 2X>..... , cunoscanddatele initiale
YO

X0=
BO

Si functiile exogene gil(t)#; si g2(t)=4,

Analiza calitativa evvidentiaza componenta propjie functie de valorile proprii
M1siu2, obtinute di ecuatia caracteristica a proagsdé evolutie si componenta de

dirijare ,in functie de ritmul progresului tehnig investitii si in cresterea poentialului
maxim.

Ecuatia caracteristica este:
det(A - ul) =0 deci:

L2 - p(all+ a22) + alla22+al2a21=0

deci componenta proprie pentul # u2 ,are expresia
XP =cly, +c2u;, ,unde cl si c2 sunt vectori coloana constanti.

A1 0
Componenta de dirijare est® = A'd ,undeA = (O AZJ si deci

A0
N = (Ol P J iar vectorul d se deduce din ecuatia 7

Prin urmare evolutia produsului national si a pb&gunlui maxim este descrisa de
vectorul Xt,avand componentele:

Yt =clly; +cl2u, +dA ™ +d1245t
Bt = c21u; +c22u, +d21A7H +d2245°



in care dij sunt elementele matric®i= (A - A7 * G si coeficientii cij se determina din
datele initiale yOg Qastfel:

-pentru t=0 se obtin 2 ecuatii in cij;
-inlocuind Yt si Bt din sistem in (5 )si (6) si faicd t=0 se obtin celelalte 2 ecuatii.

In concluzie ,evolutia produsului national estepetedenta de 4 ritmuri de
crestere:cele 2 valori proprijulsiuy 2zare reflecta structura interna a sistemului

economic si cele doua ritmuri exogene ale proguesighnic A1siA2 rezultate din
decizia de investitii in tehnologii noi ,modernedgicizia de retehnologizare si modificari
a capacitatilor existente.

Si in acest caz,traiectoriile de evolutie pot formtone sau oscilante ,cu oscilatii
proprii,daca valorile propriiulsiu 2sunt complexe sau cu oscilatii improprii ,daca

L1si 42 sunt reale ,cu cel putin una negativa.
Daca matricea de trecere A indeplineste cerinegleemei Perron-Frobenius ,daca
A este pozitiva si nedecompozabila ,exista valogreprie dominantas” =max(ul u 2),

. o . . [CT L
pozitiva si unica atasat ei , vectorul propfiu :(Cz*}pozmv si singurul cu aceasta

proprietate ,care defineste traiectoria de crestefieienta si echilibrata; = (1 )c

Cu cat starea initiala (Y0,B0) este mai apropiatasttuctura reflectata prin vectorul
propriu C ,cu atat evolutia reala se afla mai apeode cea indicata de TEE(traiectoria
eficienta si echilibrata) care asigura cel maitinitm de crestere obiectiv determinat de
conditiile interne economice.

Se constata ca cerinta de nedecompozabilitateasgjurata; cum all si a2l sun
strict pozitive ,cerinta de pozitivitatee depindeabeficientii al2 si a22,deci cand al2<0
si a22>0.

Aplicatie

Consideram urmatoarele determinari econometricpai@metrilor modelului:
al= 0,75a2= 005

[1= 015 2= 005 33=0LA1=102
yl= 00512 =06,43= 00512 =101

Datele initiale YO=1000;B0=1200(miliarde lei)
a)sa se scrie modelul in reprezentarea ecuaticstal@turala si forma redusa. Sa se

proiecteze evolutia in conditile cand(t) =Y(t 3i sa se analizeze caracteristicile
calitative ale procesului de evolutie.

Ct = 075t + 005Y.

It = OL5Y,, + 005Y .- 0A(B, , -Y,,) + gl(t)
Bt = 095B, , + 06It — 005(B,_, -Y,,) + g2(t)




In scenariul\?t =Y, ,obtinem
Ct = 08Yt
It = 005yt + 025Y,_, — 01B,_; + gi(t)

deci sub forma redusa :

5 2 20
Y t :§Yt—1 _5 Bt—l +? g](t)

Ecuatia potentialului este:

B, = 095B, , + 06[005Vt + 025Y,, -~ 01B, , + gl(t)] - 005(B,_, —Y,,) + g2(t)
adica:

B, = 082B_, + 003Y, + 0,2Y,_, + 0,6g1(t) + g2(t)

si inlocuind Y, se obtine a doua ecuatie a modelului in variaelstare:

B, = 0828, + 025, , + 08gl(t) + g2(t)
unde g1(t)A; si g2(t)=A,
Deci modelul corespunzator in variabile de state:e

5, 2. 20

Y, Y, -ZB +—glt+1
T35 B elt+D

t+1 ~ A
3

B,., = 025Y, + 0B2B, + 08gL(t) + g2(t)

Determinari numerice:cu datele initiale YO=1000;2260 gasim:
Y1=8736

{Bl= 12358

Y2=63883

{BZ =123408

ceea ce indica o reducere progresiva a produsatiomal ,cu toate ca potentialul maxim
ramane ridicat(chiar daca descreste lent).

Analiza calitativa:valorile proprii sunt solutiiecuatiei caracteristice:
det(A—ul) =0

5 2
~37# 3 =0= 32 - TABu+46=0
025 0,82-

de unde rezulta cal=135siu2= 1,13
Deci conform rezultatelor ,gasim:



Yt = cl1* 135" +cl12* 113 +d11* 102" + d12* 101
Bt = c21* 135 +¢c22* 113 +d21* 102" + d22* 101"

care evidentiaza cele 4 ritmuri de crestere subaatyb carora se realizeaza
evolutia,intensitatea cu care actioneaza fiind dataoeficientii ¢ si d;

Coeficientii d; sunt ponderile de actiune a componentei de diijaici prin

politica de modernizari,restructurari si progrebnie,deci elementele matricei D=(M-
A) *G ,unde:

. 135 0
M =(diag i) =
(diag 4;) 0 113J
5 2
A=| 2 3
025 082
20
G=|3 °
08 1
Se obtine:
5786 —-2517
D= = (d)
7,249 1195 '
Pentru t=0:

c11+c12=996,64
c21+c22=1191,34

135¢,, + 113, =Y, —d11* 102% + d12* 1012 = 87015
=
135¢,, + 113, = Bl-d21* 1027 + d22* 101° =122704

Din aceeste sisteme de 4 ecuatii obtinem cei 4aeefi:
C11=-1163,87

C12=2160,52

C21=-541,7

C22=1733,04



